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RESUMEN
En la actualidad la simulación numérica del comportamiento mecánico de tejidos humanos en el campo de la medicina
es un ámbito de estudio que ha despertado gran interés en la comunidad científica. El estudio del comportamiento de
dichos tejidos conlleva una gran dificultad, en parte, atribuida al hecho de que su comportamiento cambia de paciente
a paciente y en numerosas ocasiones no es posible realizar experimentos directos sobre el tejido para determinar
sus propiedades elásticas. Para tal fin, en el presente trabajo se propone un método para hallar dichas propiedades
asumiendo un modelo constitutivo de Mooney-Rivlin. Dicho método se basa en la información proporcionada por
imágenes médicas en dos situaciones de deformación del órgano y, mediante un proceso de optimización basado en el
gradiente se obtienen, con precisión, las propiedades elásticas del modelo constitutivo. Los experimentos numéricos
realizados demuestran la validez del método para el ejemplo utilizado, tras comprobar que las propiedades del modelo
constituvo de referencia son obtenidas por el método propuesto.
PALABRAS CLAVE: Elementos Finitos; Método del Gradiente; Tejidos humanos; Caracterización de materiales.
ABSTRACT
Nowadays the computational simulation of the mechanical behaviour of human tissues in the medical context is a field
which has aroused a great interest in the scientific community. The study of the behaviour of those tissues carries a
great difficulty, in part, due to the fact that the behaviour of those tissues is different from one patient to another and,
in general, it is no possible to make empirical experiments with the tissue to determine its elastic properties. In order
to circumvent this issue, in this work we propose a method to evaluate these properties assuming a Mooney-Rivlin
constitutive model. The proposed method is based on the information provided by medical images and two different
deformation states of the organ and, by using a gradient-based optimization process we accurately obtain the elastic
properties of the constitutive model. The numerical experiments show the validity of the method for the example used.
KEYWORDS: Finite Element; Gradient Method; Human tissues; Material characterization.
Este artículo puede compartirse bajo la licencia CC BY-ND 4.0 y se referencia usando el siguiente formato: E. Nadal, M. Rupérez, S. Martínez-
Sanchis, C. Monserrat, M. Tur, F. Fuenmayor, "Evaluación basada en el método del gradiente de las propiedades elásticas de tejidos humanos in
vivo", UIS Ingenierías, vol.16, no. 1, pp. 15-22, 2017,
“FormatoLateX_UIS” — 2017/3/26 — 19:20 — page 16 — #2
16 E. Nadal, M. Rupérez, S. Martínez-Sanchis, C. Monserrat, M. Tur,F. Fuenmayor
1. INTRODUCCIÓN
Cada vez más, dos ciencias que a priori podrían parecer
distantes como la mecánica y la medicina están cada vez
más cerca. Investigadores en ambos ámbitos llevan va-
rios años tratando de simular numéricamente el compor-
tamiento mecánico de órganos humanos para planificar
con exactitud biopsias, para mejorar el diagnóstico de le-
siones, para la preparación de intervenciones u otros pro-
cedimientos clínicos, para simuladores quirúrgicos utili-
zados en el aprendizaje, etc. [1, 2, 3, 4]. El desarrollo
de algoritmos avanzados es necesario para obtener una
simulación realista y con el nivel de precisión adecua-
do para garantizar la seguridad del paciente, el correc-
to aprendizaje de los futuros cirujanos o la planificación
de intervenciones quirúrgicas. Ciertos autores han con-
seguido ya simulaciones numéricas de órganos humanos
con suficiente precisión [5, 6], basadas en modelos de
comportamiento de material hiperelásticos lineales como
el propuesto por Kirchhoff-Saint Venant o no lineales co-
mo neoHokean. Otros autores, sin embargo, consideran
que es posible hallar modelos de comportamiento mecá-
nico del material que se ajusten con mayor precisión al
comportamiento de los órganos humanos tales como el
modelo propuesto por Mooney-Rivlin de orden 3 [7].
Sea cual sea el modelo de material utilizado, es funda-
mental conocer cuáles son las constantes elásticas del
modelo que mejor ajustan la simulación al comporta-
miento real del órgano de un paciente en concreto. La
caracterización con precisión de tejidos vivos es uno de
los grandes retos para la simulación numérica si reque-
rimos cierto nivel de fiabilidad, ya que difícilmente es
posible interactuar directamente con el órgano. Para ha-
llar dichas constantes normalmente los investigadores se
sirven de un proceso de optimización. Ciertos autores [7]
proponen el uso de rutinas de optimización basadas en al-
goritmos genéticos para hallar el valor de dichas constan-
tes a partir imágenes médicas del hígado de un paciente
en dos estados de deformación diferente. Este enfoque
pretende evitar la medida invasiva de la respuesta mecá-
nica del órgano y permite, además, que la determinación
de estas constantes elásticas del modelo constitutivo sea
específica de paciente y pueda realizarse in vivo.
Basándonos en [7], en este trabajo se propone obtener las
constantes elásticas del modelo constitutivo de un hígado
de un paciente anónimo a partir de dos imágenes médi-
cas del hígado recogidas mediante Tomografías Axiales
Computerizadas (TAC). Una de ellas correspondiente al
estado de inhalación total y otra al estado de exhalación
total. Estas imágenes fueron proporcionadas por el Servi-
do de Radiodiagnóstico del Hospital Universitari i Poli-
tècnic La Fe de València y fueron segmentadas (aislando
el hígado del resto de órganos del abdomen) usando el
software comercial Simpleware®, el cual también pro-
porcionó la malla de elementos usada para la simulación
numérica realizada mediante el Método de los Elementos
Finitos (MEF). El modelo constitutivo que se asume para
modelar el comportamiento mecánico del hígado en este
trabajo es un modelo de Mooney-Rivlin de tercer orden.
En el procedimiento propuesto, se define una función ob-
jetivo que es la distancia euclídea entre ciertos puntos
de control del hígado deformado real y los mismos pun-
tos en la simulación numérica para ciertos valores de las
constantes elásticas del modelo constitutivo. El conjun-
to de constantes que definen el modelo constitutivo del
material son aquellas que resulten del proceso de opti-
mización que minimice la función objetivo. En trabajos
previos [7] fueron usados algoritmos genéticos para el
proceso de optimización. Por el contrario, se plantea en
este trabajo el uso de algoritmos de optimización basados
en el gradiente para minimizar la función objetivo. A di-
ferencia de los algoritmos genéticos, cuyo coste compu-
tacional es notoriamente mayor, los algoritmos basados
en el gradiente tienen el inconveniente de que pueden
converger a mínimos locales. Dicha problemática no ha
tenido lugar en las simulaciones realizadas hasta el mo-
mento. No obstante, técnicas para paliar esta indeseable
característica del método existen en la literatura [8] y po-
drían ser aplicables en caso de ser necesario.
Las técnicas propuestas se han verificado a través de un
experimento sintético cuyo punto de partida fue la ima-
gen del hígado de un paciente anónimo en exhalación
total, la cuál se asumió como el estado inicial del hígado
sin deformar, a partir del cuál se construyó la geometría
del modelo. La imagen del hígado en inhalación total, es-
tado deformado, se usó para obtener las condiciones de
contorno de Dirichlet. Dichas condiciones de contorno
se han obtenido mediante un método de registro que pro-
porcionó el desplazamiento que habría que aplicar a los
nodos de la superficie externa del hígado sin deformar
para alcanzar el estado deformado. Para validar el mé-
todo se escoge un valor de referencia para las constantes
del modelo constitutivo y se realiza una simulación MEF,
obteniendo así la posición de todos los puntos en el es-
tado deformado. Posteriormente se lanza una búsqueda
ciega de dichas constantes con el método de optimiza-
ción propuesto.
En el presente trabajo, después de la introducción, se es-
tablece el modelo constitutivo y la formulación del pro-
blema elástico en la sección 2. La sección 3 trata la for-
mulación del problema de optimización que se validará
en los ejemplos numéricos de la sección 4. Finalmente,
tras una discusión del método propuesto, en la sección 5,
en la sección 6 se destacarán los aspectos más importan-
tes del trabajo.
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2. PROBLEMA ELÁSTICO Y MODELO
CONSTITUTIVO
Como se ha mencionado anteriormente, el modelado del
comportamiento mecánico de un órgano humano de teji-
do blando, como puede ser el hígado en este caso, pasa
por resolver el problema de elasticidad. En este caso, de-
bido a los grandes desplazamientos que se sufren durante
el proceso respiratorio, es necesario considerar el proble-
ma elástico considerando grandes desplazamientos. Por
otro lado, el modelo constitutivo lineal de Kirchhoff-Saint
Venant no es capaz de representar adecuadamente el com-
portamiento de un hígado vivo [7], por ello se requiere
de modelos constitutivos no lineales y más complejos.
En este trabajo consideramos en modelo propuesto por
Mooney-Rivlin que se detalla en los siguientes aparta-
dos.
El problema elástico en grandes desplazameintos con un
modelo constitutivo no lineal se puede enunciar del si-
guiente modo: Encontrar el campo de desplzamientos u
que satisfaga δWint(u) = δWext, entendiendo δWint(u) co-
mo el trabajo virtual de las fuerzas internas y δWext el
trabajo virtual de las fuerzas externas. Para resolver es-
te problema y aplicar el MEF se considera el uso de la
formulación lagrangiana total.
Hay que tener en cuenta que en el problema planteado
no se considera la acción de las fuerzas gravitatorias y
que todos los contornos externos están sujetos a condi-
ciones de contorno de Dirichlet. Por ello, el trabajo de
las fuerzas virtuales externas es nulo en cualquier caso.
Debido a la consideración de grandes desplazamientos y
la no linealidad del material, el problema elástico es no
lineal y para resolverlo se utiliza el método de Newton-
Raphson. Para ello es necesario evaluar la matriz de ri-
gidez tangente cuyo proceso de obtención se detalla a
continuación para el presente caso.
2.1. Deformación de Green
Para madir la deformación de Green observemos la figu-
ra 1, donde en la parte izquierda se representa la confi-
guración inicial del sólido sin deformar, mientras que a
la derecha se representa el sólido deformado. Como se
observa, cada punto X en la configuración inicial se en-
cuentra en la posición x en el sólido deformado, siendo
u el desplazamiento sufrido por dicho punto.
En primer lugar, se definen las coordenadas finales de
cada punto como una función de las coordenadas inicia-
les x = φ(X). El desplazamiento que experimenta cada
punto se puede escribir como:
u(X) = φ(X) − X. (1)
Con esto, el gradiente de deformación se puede escribir
del siguiente modo:
Figura 1: Definición del sistema de coordenadas. Fuente:
Elaboración propia.
F = ∇φ(X) = I + ∇u(X) = I + D, (2)
siendo F la matriz jacobiana de la transformación entre
la configuración inicial y final, φ(X). El tensor de defor-




(FT F − I) =
1
2
(C − I). (3)
Una vez establecido el tensor de deformaciones para gran-
des desplazamientos referido a la configuración inicial se
pasa en el siguiente apartado a detallar las diferentes me-
didas de tensiones.
2.2. Medidas de tensión
En el problema elástico lineal, la medida de tensiones
ser realiza a través del tensor de tensiones de Cauchy,
σ, también conocidas como tensiones verdaderas ya que
son las tensiones de cada punto en la configuración de-
formada. No obstante, en el caso de grandes desplaza-
mientos en el que nos encontramos, nos interesa referir
el tensor de tensiones a la configuración inicial y no a
la configuración deformada. Para este paso, en primer
lugar definimos el primer tensor de tensiones de Piola-
Kirchoff, P. Este tensor de tensiones es no simétrico ya
que relaciona las fuerzas en la configuración deformada
con las áreas en la configuración inicial. La relación entre
σ y P es la siguiente:
P = JFσF−T , (4)
donde JF = det F. Finalmente se define también el se-
gundo tensor de tensiones de Piola-Kirchoff S como:
S = F−1P. (5)
El segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchoff es si-
métrico y relaciona las fuerzas y las áreas sobre la confi-
guración inicial no deformada. La relación entre el tensor
de tensiones de Cauchy y el segundo tensor de tensiones
de Piola-Kirchoff es la siguiente:
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S = JFF−1σF−T
σ = J−1F FSF
T .
(6)
2.3. Formulación lagrangiana total
Como se ha mencionado anteriormente, el problema elás-
tico se resuelve utilizando el método de las trabajos vir-
tuales en el que se plantea el problema de forma débil
integrando en la configuración inicial. Ello da lugar a la
formulación lagrangiana total. Debido a que en este ca-
so no se consideran fuerzas externas aplicadas, solo se
considera el trabajo virtual de las fuerzas internas, que





P : ∇δu dΩ, (7)
para cualquier desplazamiento virtual δu. Utilizando la
relación entre P y S (5), se obtiene que:







Además, observando la definición del tensor de Green




(FT∇δu + ∇TδuF), (9)
se puede escribir el trabajo virtual de las fuerzas inter-
nas en función del segundo tensor de tensiones de Piola-
Kirchoff y del tensor de Green de los desplazamientos




S : δE dΩ. (10)
Con esto, la matriz de rigidez tangente se obtiene a partir
de (10) considerando la variación del trabajo virtual de
las fuerzas internas con respecto a los desplazamientos





δE : DδE + S : δDTδD dΩ. (11)
2.4. Modelo hiperelástico de Mooney-Rivlin
Tal y como se ha justificado en puntos anteriores, para
el cometido de este trabajo, el modelo constitutivo de
Mooney-Rivlin de tercer orden proporciona resultados
de suficiente precisión para el caso de estudio conside-
rado. El modelo de Mooney-Rivlin define la densidad de
energía elástica de deformación como:
W(J1, J2, J3) = A01(J1 − 1) + A10(J2 − 1)
+ A11(J1 − 1)(J2 − 1) +
K
2
(J3 − 1)2, (12)
donde A01, A10, A11 y K son las constantes del modelo
constitutivo, siendo K la correspondiente al módulo de
incompresibilidad. J1, J2 y J3 son los invariantes reduci-
dos del tensor de deformaciones de Green-Lagrange C,

















siendo I1, I2 e I3 los invariantes del tensor de deforma-
ciones de Green-Lagrange C , definidos como:
I1 = tr(C)
I2 = 0,5(tr(C)2 − tr(C2))
I3 = det(C).
(14)
Con ello, el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff
























Las derivadas de los invariantes reducidos con respecto














































La matriz D de la ecuación constitutiva para el modelo
de Mooney-Rivlin se define como:
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= 4(I ⊗ I − I)
∂2I1
∂E2
= 4I3C−1 ⊗ C−1 − I3C−1IC−1
(20)
3. ESTIMACIÓN DE PROPIEDADES
ELÁSTICAS. OPTIMIZACIÓN
A partir del modelo en grandes deformaciones con el
material propuesto en la sección 2 del presente trabajo,
se puede evaluar el comportamiento mecánico de un hí-
gado con precisión [? 6, 7]. No obstante, las constantes
elásticas del modelo constitutivo no son ni conocidas ni
accesibles de manera directa. Por ello se establece, en
este trabajo, un procedimiento para evaluar las constan-
tes elásticas del modelo de material de Mooney-Rivlin
usando un proceso de optimización basado en el gradien-
te a partir de la información proporcionada por imágenes
médicas. Dichas imágenes son obtenidas en dos posicio-
nes extremas del hígado en un proceso de deformación
natural del mismo como es el de respiración. Se eligen,
por tanto, los estados de inhalación y exhalación total.
El proceso consta de los siguientes pasos: i) segmenta-
ción y mallado del hígado en el estado de exhalación, ii)
segmentación del hígado en el estado de inhalación (de-
formado), iii) definición de las condiciones de contorno
de Dirichlet de los nodos del contorno externo del hígado
mediante el registro de los contornos del hígado usando
el algoritmo Coherent Point Drift [9], iv) identificación
de puntos de control en ambas geometrías.
Una vez realizado este análisis previo, se establece la
función objetivo (21) como la suma de la distancia eu-
clídea entre las posiciones de los N puntos de control
reales (o de referencia) en el hígado deformado con la
posiciones de los puntos de control predichas mediante
el modelo numérico para ciertos valores de las propieda-
des elásticas del material, A10, A01 y A11:
f (A01, A10, A11) =
N∑
i=1
(xi(A01, A10, A11) − xre fi )
2. (21)
Notar que para los casos presentados en este trabajo, el
valor del módulo de incompresibilidad K se toma a partir
de la literatura [7] ya que se puede evaluar con precisión
en ensayos in vitro. Para hallar las constantes elásticas




f (A01, A10, A11)
tal que:
Amin01 ≤ A01 ≤ A
max
01
Amin10 ≤ A10 ≤ A
max
10




Para resolver el problema de optimización planteado en
(22) se pueden considerar distintos tipos de aproximacio-
nes como algoritmos genéticos o algoritmos basados en
el gradiente. Los algoritmos genéticos [7] son capaces de
evitar en la mayoría de las situaciones caer en mínimos
locales, no obstante, su coste computacional es elevado
ya que requieren la realización de gran cantidad de simu-
laciones. Es decir, resolver gran cantidad de veces el pro-
blema elástico en grandes deformaciones planteado en la
sección 2 para diversos valores de A01, A10 y A11 con el
fin de conocer el valor de la función objetivo. Por otro la-
do, los métodos basados en el gradiente son mucho más
eficientes a nivel computacional ya que permiten obtener
un óptimo con pocas iteraciones, es decir, con pocas eva-
luaciones de la función objetivo. Por el contrario, pue-
den converger a mínimos locales ya que no son capaces
de conseguir mínimos globales de manera garantizada a
no ser que se usen técnicas avanzadas. A pesar de ello,
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en los ejemplos numéricos utilizados se ha llegado siem-
pre al mínimo global sin necesidad de utilizar técnicas
mejoradas basadas en el método del gradiente.
Para aplicar el método del gradiente es necesario plantear
un análisis de sensibilidades de la función objetivo con























































Para el presente problema elástico con el modelo de ma-
























donde KT se evalúa en la posición de equilibrio según
la ecuación (11). Como se puede observar, el análisis de
sensibilidades resulta en un problema lineal ya que se
realiza en torno a la posición de equilibrio. Además, te-
niendo en cuenta (15) y (18) se observa que la matriz
tangente depende linealmente de las propiedades elásti-
cas del material. Por ello, ∂KT
∂A01
se puede evaluar del mis-
mo modo que KT pero imponiendo A01 = 1 y A10 =
A11 = K = 0. De modo similar se pueden hallar el resto
de sensibilidades.
4. EJEMPLOS NUMÉRICOS
Para validar la técnica propuesta se utilizan dos imágenes
de un paciente anónimo, obtenidas a través de un TAC,
de su hígado en dos estados de deformación distintos: ex-
halación total figura 2 y inhalación total 3. A partir de la
imagen de exhalación total, que se toma como geometría
de referencia, se obtiene la geometría en el estado inicial
del hígado y su malla mediante el software Simpleware®,
tras un proceso de segmentación. La imagen en el esta-
do de inhalación total se utiliza, en primer lugar, para
hallar las condiciones de contorno. Dichas condiciones
de contorno son los desplazamientos aplicados a la su-
perficie externa del hígado para pasar de la geometría en
estado de exhalación total a su geometría en estado de
inhalación total. Para conocer dichos desplazamientos se
utiliza el algoritmo de registro Coherent Point Drift [9]
que permite conocer, con suficiente nivel de precisión, el
punto en la geometría final que corresponde a cada punto
en la geometría inicial, es decir, el campo de desplaza-
mientos de la superficie. Para la generación del modelo
mediante el MEF, se genera una malla tridimensional de
elementos tetraédricos lineales. Dicha malla es propor-
cionada por el software Simpleware® y consta de 49.080
nodos con 216.601 elementos.
Como primer test, se ha resuelto el problema asignan-
do unos valores de las constantes elásticas de material
obtenidas en bibliografía [7], Ā01 = 0,018788, Ā10 =
−0,016730 y Ā11 = 0,038696, fijando el valor K = 0,2058.
De este modo se obtiene una solución de referencia al
problema elástico. Para comprobar la validez el método
propuesto, se ha lanzado una batería de pruebas con dife-
rente número de puntos de control. Notar que la posición
final de dichos puntos de control es conocida al haber
resuelto el problema con los parámetros elásticos de re-
ferencia. La prueba consiste ahora en encontrar dichos
parámetros mediante el algoritmo propuesto. Para ello fi-
jamos un intervalo de búsqueda cuyo intervalo es: A01 =
[0,001, 0,1], A10 = [−0,1, 0,001] y A11 = [0,001, 0,1].
Los resultados obtenidos de muestran en el cuadro 1.
Figura 2: Imagen de la geometría sin deformar del híga-
do. Fuente: Elaboración propia.
Como se observa en el cuadro 1, independientemente del
número de puntos de control, la precisión alcanzada es la
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Figura 3: Imagen de la geometría deformada que se toma
como referencia. Fuente: Elaboración propia.
P. C. A01 A10 A11 F. Obj.
100 0,01878 −0,0167 0,03869 1,863 · 10−23
75 0,01878 −0,0167 0,03869 1,503 · 10−25
50 0,01878 −0,0167 0,03869 2,169 · 10−24
Cuadro 1: Valor de la función objetivo y de los paráme-
tros obtenidos en la búsqueda ciega.
misma. Cabe mencionar que el modelo de material pro-
puesto para este caso no cumple la condición de "poli-
convexidad"[10, 11], por ello, al realizar una búsqueda
de los parámetros del material en un proceso de optimi-
zación basado en el gradiente se pueden encontrar com-
binaciones de que den lugar a resultados no físicos. Di-
chas combinaciones deben descartarse durante el proce-
so de optimización. Finalmente, el método propuesto se
ha aplicado a un caso más real en el que los puntos de
control no se distribuyen de manera aleatoria dentro del
hígado, sino que son aquellos que corresponden a una su-
perficie interna conocida. En este caso, son aquellos per-
tenecientes a la superficie de un tumor interno, ver figura
4. Aplicando el mismo procedimiento que en los casos
anteriores, los resultados obtenidos son Ā01 = 0,018788,
Ā10 = −0,016730 y Ā11 = 0,038696, obteniendo de nue-
vo los valores de las constantes del modelo constitutivo
usadas como referencia.
5. DISCUSIÓN
El trabajo presentado en este artículo muestra que es po-
sible obtener una estimación del valor de las constantes
elásticas de un modelo constitutivo como el propuesto
por Mooney-Rivlin, a partir de la información extraída
de imágenes médicas en dos estados, inhalación total y
exhalación total. La caracterización del comportamiento
mecánico del hígado, en este caso, permitirá conocer las
posiciones y movimientos de, por ejemplo, pequeños tu-
mores o lesiones durante el proceso de respiración, con
el fin de optimizar su tratamiento y disminuir el riesgo
para los pacientes.
Figura 4: Imagen del hígado con el tumor en el interior.
Los nodos de la superficie del tumor se han tomado como
puntos de control. Fuente: Elaboración propia.
En este trabajo hemos supuesto que podemos asumir que
el hígado durante el proceso respiratorio sigue un pro-
ceso cuasiestático, es decir, se han despreciado los efec-
tos inerciales. Además hemos supuesto que el hígado en
exhalación total no se encuentra deformado y que la de-
formación se produce por el proceso respiratorio. Esto
es una aproximación al proceso real ya que en el esta-
do de exhalación total el hígado se encuentra sometido a
las fuerzas gravitatorias y a las interacciones con todos
los otros órganos que lo rodean. No obstante, en primera
aproximación, no se han tenido en cuenta estas acciones
ya que su modelado numérico con cierta precisión se en-
cuentra hoy en día fuera de nuestro alcance. Sin embargo,
a pesar de las simplificaciones adoptadas, la relevancia
de los resultados obtenidos es muy alta. Éstos son lo su-
ficientemente precisos como para poder seguir lesiones
internas del hígado durante el proceso respiratorio en un
paciente in vivo.
6. CONCLUSIONES
La caracterización de las propiedades elástica de tejido
blando, como un hígado, es el objetivo principal de es-
te trabajo. Para ello, se asume que el comportamiento del
un hígado sigue el modelo constitutivo de Mooney.Rivlin
de orden 3, tal y como se indica en la sección 2.4. Para
hallar las constantes elásticas, se propone un método de
optimización basado en el gradiente que minimice cier-
ta función objetivo. En este caso es la distancia euclídea
entre ciertos puntos de control en la posición deformada
para cierta combinación de los parámetros del modelo
constitutivo y la posición de esos puntos en un caso real
o de referencia, como se ha realizado en los ejemplos nu-
méricos. Los resultados muestran que con no demasiados
puntos de control o con aquellos relacionados con ciertas
estructuras internas conocidas es suficiente para alcanzar
el objetivo perseguido en este trabajo.
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